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POLYHOMOGE´NE´ITE´ DES ME´TRIQUES ASYMPTOTIQUEMENT HYPERBOLIQUES
COMPLEXES LE LONG DU FLOT DE RICCI
FRE´DE´RIC ROCHON
Re´sume´. On montre que la polyhomoge´ne´ite´ a` l’infini d’une me´trique asymptotiquement hyperbolique com-
plexe est pre´serve´e par le flot de Ricci-DeTurck. De plus, si la me´trique initiale est «lisse jusqu’au bord»,
alors il en sera de meˆme pour les solutions du flot de Ricci normalise´ et du flot de Ricci-DeTurck. Lorsque
la me´trique initiale est aussi ka¨hle´rienne, des re´sultats plus pre´cis sont obtenus en termes d’un potentiel.
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Introduction
L’e´tude du flot de Ricci sur les varie´te´s riemanniennes comple`tes non-compactes a de´bute´ avec les travaux
de Shi [29], qui a montre´ que lorsque la courbure de la me´trique initiale est uniforme´ment borne´e, il existe
au moins pour un court laps de temps une solution g(t) comple`te de courbure uniforme´ment borne´e. Comme
l’ont montre´ Chen et Zhu [7], la solution est unique lorsqu’on requiert que la courbure soit uniforme´ment
borne´e. Au cours des dernie`res anne´es, il y a eu plusieurs travaux sur l’existence d’une solution pour tout
temps positif et sur la convergence du flot vers une me´trique d’Einstein, entre autres pour des surfaces
comple`tes [15, 1, 14, 13] et plus ge´ne´ralement pour les varie´te´s ka¨hle´riennes [6, 18]. Plusieurs re´sultats de
stabilite´ ont aussi e´te´ obtenus, notamment pour l’espace euclidien [27], pour l’espace hyperbolique re´el [28]
ou certaines de ses de´formations [2, 25], pour des varie´te´s hyperboliques de volume fini [3] et pour des espaces
syme´triques de type non-compact [4].
Dans la plupart de ces travaux, on se restreint a` un type particulier de ge´ome´trie a` l’infini, que ce soit
un coˆne, un cusp ou l’espace hyperbolique. Pour faire une e´tude spectrale du laplacien associe´ a` de telles
me´triques, il est souvent utile d’introduire une compactification de la varie´te´ comple`te par une varie´te´ a` bord
ou a` coins, voir entre autres [21, 10, 22, 23, 19, 20, 30]. En fait, pour obtenir un prolongement me´romorphe
de la re´solvante du laplacien, il faut typiquement non seulement savoir que la me´trique conside´re´e est ap-
proxime´e par le mode`le ge´ome´trique a` l’infini, mais encore qu’elle admette un de´veloppement asymptotique
polyhomoge`ne complet a` l’infini, autrement dit au bord de la compactification, une sorte de «re´gularite´ a`
l’infini». Lorsqu’une telle me´trique est modifie´e par le flot de Ricci, il est donc naturel de se demander si
cette re´gularite´ a` l’infini sera pre´serve´e par le flot.
Dans [1], une re´ponse positive a` cette question a e´te´ obtenue pour des surfaces munies de me´triques
comple`tes approxime´es par des cusps ou des entonnoirs a` l’infini, ce qui a permis d’e´tudier le de´terminant
re´gularise´ du Laplacien le long flot et de montrer que dans une classe conforme donne´e et en imposant
une condition de normalisation, le de´terminant est maximal pour la me´trique hyperbolique lorsque celle-
ci existe. Pour les me´triques asymptotiquement hyperboliques, la persistance le long du flot de Ricci d’un
de´veloppement asymptotique lisse a e´te´ obtenue par Bahuaud [2]. Pour des me´triques ka¨hle´riennes comple`tes
de volume fini sur des varie´te´s quasi-projectives, la persistance d’un de´veloppement asymptotique lisse a e´te´
obtenue dans [26] en introduisant une certaine compactifaction par une varie´te´ a` coins.
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Dans le pre´sent article, nous obtenons un tel re´sultat pour des me´triques asymptotiquement hyperboliques
complexes, abre´ge´ me´triques AHC. Rappelons que si X est une varie´te´ compacte a` bord de dimension paire
2n et que c : ∂X× [0, ǫ) →֒ X est un choix de voisinage tubulaire du bord, alors une me´trique g sur X \∂X est
asymptotiquement hyperbolique complexe s’il existe une structure CR (∂X,H, J) strictement pseudoconvexe
le long d’une distribution de contact H et une forme de contact η telles que asymptotiquement pre`s du bord
(voir la De´finition 3.1 ci-bas pour plus de de´tails), on ait
(1) c∗g ∼
4dρ2
ρ2
+
η2
ρ4
+
dη(·, J ·)
ρ2
,
ou` ρ est la coordonne´e sur le deuxie`me facteur de ∂X × [0, ǫ). En prenant X = B2n ⊂ Cn la boule ferme´e de
rayon 1, ρ =
√
1− |z|2 et η = i(∂ − ∂)(1 − |z|2) la forme de contact standard sur S2n−1, le terme de droite
de (1) est pre´cise´ment la me´trique hyperbolique complexe pre`s du bord, normalise´e de sorte que sa courbure
sectionnelle holomorphe soit e´gale a` −1. Plus ge´ne´ralement, comme explique´ dans [5], le comportement a`
l’infini d’une me´trique AHC est modele´ sur celui de la me´trique hyperbolique complexe, ce qui signifie en
particulier qu’une me´trique AHC est asymptotiquement Einstein avec constante de Einstein λ = −n+12 . Pour
les me´triques AHC, il est donc naturel de conside´rer le flot de Ricci normalise´
(2)
∂g
∂t
= −Ric(g)−
n+ 1
2
g, g(0) = g0.
Comme cette e´quation n’est pas parabolique, il est souvent utile de conside´rer plutoˆt le flot de Ricci-DeTurck
donne´ en coordonne´es locales par
(3)
∂gij
∂t
= −Ric(g)ij −
n+ 1
2
gij +∇iWj +∇jWi, g(0) = g0,
avec t→W (t) la famille de champs de vecteurs donne´e par
(4) W k =
1
2
gpq
(
Γkpq(t)− Γ
k
pq(0)
)
,
ou` Γkpq(t) est le symbole de Christoffel de la me´trique g(t). Le re´sultat principal de cet article est le suivant,
voir le The´ore`me 3.4 pour l’e´nonce´ de´taille´.
The´ore`me A. Si g0 est une me´trique AHC polyhomoge`ne, alors la solution g(t) au flot de Ricci-DeTurck
(3) est aussi une me´trique AHC polyhomoge`ne. De meˆme, g(t) sera une me´trique AHC lisse jusqu’au bord
si g0 est une me´trique AHC lisse jusqu’au bord.
Lorsque g0 est une me´trique lisse jusqu’au bord, on peut en particulier utiliser ce the´ore`me pour conclure
que la solution g(t) au flot de Ricci normalise´ (2) est une me´trique AHC lisse jusqu’au bord, voir le Co-
rollaire 3.5 ci-bas. Pour de´montrer le The´ore`me A, l’ide´e est de construire formellement par re´currence le
de´veloppement asymptotique polyhomoge`ne de g(t) a` l’aide de celui de g0 pour ensuite e´tablir a` l’aide d’une
estimation de de´croissance pour les solutions d’e´quations paraboliques line´aires (le Corollaire 2.5) que ce
de´veloppement asymptotique est bien celui de g(t). L’approche utilise´e est assez robuste et peut servir dans
d’autres cadres, notamment pour donner une preuve diffe´rente du re´sultat de Bahuaud [2] sur le de´veloppe-
ment asymptotique des me´triques conforme´ment compactes.
Lorsque la me´trique AHC initiale g0 est aussi ka¨hle´rienne et que ω0 est sa forme de Ka¨hler, on peut
remplacer le flot de Ricci normalise´ par une e´quation parabolique pour un potentiel u,
(5)
∂u
∂t
= log
(
(ωt + i∂∂u)
n
ωn0
)
−
n+ 1
2
u, u(0, ·) = 0.
ou`
ωt = −
2
n+ 1
Ric(ω0) + e
−n+1
2
t(ω0 +
2
n+ 1
Ric(ω0))
et ωt+ i∂∂u est la forme ka¨hle´rienne de la solution g(t) au flot de Ricci normalise´ (2). Dans ce cas, en suivant
une approche similaire a` celle de´veloppe´e dans [26], on obtient le re´sultat suivant, voir le The´ore`me 4.5 ci-bas
pour l’e´nonce´ de´taille´.
The´ore`me B. Si g0 est une me´trique ka¨hle´rienne AHC polyhomoge`ne, alors la solution u(t) de (5) est
polyhomoge`ne. En particulier, la solution g(t) au flot de Ricci normalise´ est une me´trique AHC polyhomoge`ne.
3Lorsque le flot existe pour tout temps et converge, insistons sur le fait que les The´ore`mes A et B ne font
aucune assertion sur la polyhomoge´ne´ite´ de la me´trique vers laquelle le flot converge. En fait, a` la limite,
la nature du de´veloppement asymptotique peut changer substantiellement. Par exemple, sur un domaine
strictement pseudoconvexe, on peut commencer avec une me´trique ka¨hle´rienne AHC lisse jusqu’au bord
pour laquelle le flot de Ricci converge vers la me´trique de Cheng-Yau. Or, par les re´sultats de Lee et Melrose
[17], on sait que la me´trique de Cheng-Yau admet un de´veloppement polyhomoge`ne, mais qu’elle n’est
typiquement pas lisse jusqu’au bord.
L’article est organise´ comme suit. Le § 1 consiste en un bref rappel sur la notion de Θ-structure introduite
par Epstein, Mendoza et Melrose [10]. On obtient ensuite un re´sultat de de´croissance pour certaines solutions
d’e´quations line´aires Θ-paraboliques dans le § 2, ce qui nous permet d’e´tudier la polyhomoge´ne´ite´ des solutions
de certaines de ces e´quations. Dans le § 3, on donne la de´monstration du re´sultat principal de l’article, a`
savoir que le flot de Ricci-DeTurck pre´serve la polyhomoge´ne´ite´ a` l’infini pour les me´triques AHC. Enfin, on
obtient dans le § 4 un re´sultat similaire en termes d’un potentiel pour les me´triques AHC ka¨hle´riennes.
1. Rappel sur la notion de Θ-structure
La notion de Θ-structure a e´te´ introduite par Epstein, Melrose et Mendoza [10] pour construire la re´-
solvante du Laplacien associe´ a` la me´trique de Bergman et la me´trique de Cheng-Yau [8] sur un domaine
strictement pseudoconvexe. Dans ce cadre, la Θ-structure est donne´e par la structure CR sur le bord.
De´finition 1.1. Une Θ-structure sur une varie´te´ a` bord X (compacte et de classe C∞) est donne´e par une
1-forme Θ ∈ C∞(∂X ;T ∗X) sur le bord de X telle que ι∗Θ ne s’annule nulle part sur ∂X, ou` ι : ∂X →֒ X
est l’inclusion canonique.
Soit ρ ∈ C∞(X) une fonction de de´finition du bord, c’est-a`-dire que ρ ≥ 0, ∂X = ρ−1(0) et dρ ne s’annule
pas sur ∂X . Une Θ-structure de´finit alors une alge`bre de Lie de champs de vecteurs donne´e par
(6) VΘ(X) = {ξ ∈ C
∞(X ;TX) | ξρ|∂X = 0, Θ(ξ) ∈ ρ
2C∞(X)},
ou` la forme Θ ∈ C∞(X ;TX) telle que Θ
∣∣
∂X
= Θ est un choix d’extension de Θ a` X . En particulier,
remarquons que les champs de vecteurs de VΘ(X) sont tous tangents au bord. Comme on peut aise´ment le
ve´rifier (voir Proposition 1.6 dans [10]), l’alge`bre de Lie VΘ(X) ne de´pend pas du choix de l’extension Θ et
du choix de la fonction de de´finition du bord ρ. De plus, elle demeure inchange´e lorsque de´finie a` partir d’un
autre repre´sentant de la classe conforme de Θ. Elle est donc canoniquement associe´e a` la Θ-structure. On
peut de´crire l’alge`bre de Lie VΘ localement pre`s d’un point p ∈ ∂X en choisissant une base locale de champs
de vecteurs N, T, Y1, . . . , Yn−2, de´finis dans un voisinage U de p de sorte que
(7)
dρ(N) = 1, Θ(N) = 0,
dρ(Yi) = 0, Θ(Yi) = 0, i = 1, . . . , n− 2, n = dimX,
dρ(T ) = 0, Θ(T ) = 1.
Pre`s de p, un e´le´ment ξ ∈ VΘ(X) est alors de la forme
(8) ξ = aρN +
n−2∑
i=1
biρYi + cρ
2T, a, b1, . . . , bn−2, c ∈ C
∞(X).
En utilisant ces bases locales, on peut donc de´finir un fibre´ vectoriel ΘTX sur X tel que
(9) VΘ(X) = (ιΘ)∗C
∞(X ;ΘTX),
ou` ιΘ :
ΘTX → TX est un morphisme canonique de fibre´s vectoriels qui donne lieu a` un isomorphisme
lorsque restreint a` X \ ∂X et qui est de´fini par ιΘ(v) = 0 pour v ∈ ΘTX
∣∣
∂X
.
Remarque 1.2. Le fibre´ ΘTX est isomorphe a` TX, mais l’application canonique ιΘ ne donne pas un
isomorphisme entre ces deux fibre´s. Le fibre´ ΘTX posse`de en fait une structure d’alge´bro¨ıde de Lie avec
(ιΘ)∗ comme ancrage (anchor map en anglais).
De´finition 1.3. Une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord est une me´trique riemannienne g sur l’inte´rieur
de X de la forme
g = (ι−1Θ )
∗ gΘ|X\∂X ,
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ou` gΘ ∈ C∞(X ;ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X) est une me´trique euclidienne pour le fibre´ vectoriel ΘTX.
Si dρ, α1, . . . , αn−2,Θ ∈ C∞(U , T ∗X) forment la base locale duale a` la base de champs de vecteurs de´crite
en (7), alors dρ
ρ
, α1
ρ
, . . . ,
αn−2
ρ
, Θ
ρ2
∈ C∞(U ;ΘT ∗X) est une base locale pour le dual du fibre´ ΘTX . Dans un
tel voisinage, une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord est donc de la forme
(10) g = a
dρ2
ρ2
+
∑
i,j
gij
ρ2
αi ⊗ αj + b
Θ
2
ρ4
+
∑
i
ci
(
dρ
ρ
⊗
αi
ρ
+
αi
ρ
⊗
dρ
ρ
)
+
∑
i
di
(
Θ
ρ2
⊗
αi
ρ
+
αi
ρ
⊗
Θ
ρ2
)
+ e
(
Θ
ρ2
⊗
dρ
ρ
+
dρ
ρ
⊗
Θ
ρ2
)
,
avec a, gij , b, ci, di, e ∈ C∞(U).
Comme on peut le ve´rifier sans trop de difficulte´, une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord est comple`te de
volume infini. De plus, si g1 et g2 sont deux Θ-me´triques lisses jusqu’au bord associe´es a` la meˆme Θ-structure,
alors celles-ci sont quasi-isome´triques, c’est-a`-dire qu’il existe une constante positive C telle que
g1
C
≤ g2 ≤ Cg1.
La notion de Θ-me´trique lisse jusqu’au bord est un peu stricte et il est parfois ne´cessaire de conside´rer
une classe de me´triques un peu plus grande.
De´finition 1.4. Une Θ-me´trique est une me´trique riemannienne sur X \ ∂X qui est quasi-isome´trique a`
une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord.
Par exemple, sur un domaine strictement pseudoconvexe, la me´trique de Cheng-Yau [8] est quasi-isome´trique
a` une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord. Cependant, comme la solution formelle de Fefferman[12] l’indique, la
me´trique de Cheng-Yau n’est typiquement pas une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord. Les travaux de Lee et
Melrose [17] montrent toutefois qu’elle admet un de´veloppement asymptotique polyhomoge`ne pre`s du bord.
Pour de´crire pre´cise´ment ce qu’on entend par de´veloppement polyhomoge`ne, rappelons d’abord brie`vement
la notion d’ensemble indiciel (index set en anglais) [22].
De´finition 1.5. Un ensemble indiciel E est un sous-ensemble discret de C× N0 tel que
(zj, kj) ∈ E, |(zj , kj)| → ∞ =⇒ Re zj →∞,(11)
(z, k) ∈ E =⇒ (z + p, k) ∈ E ∀ p ∈ N,(12)
(z, k) ∈ E =⇒ (z, p) ∈ E ∀ p ∈ {0, . . . , k}.(13)
A` un ensemble indiciel E donne´ correspond l’espace AEphg(X) des fonctions f ∈ C
∞(X \ ∂X) ayant un
de´veloppement asymptotique pre`s de ∂X de la forme
(14) f ∼
∑
(z,k)∈E
a(z,k)ρ
z(log ρ)k, a(z,k) ∈ C
∞(X),
ou` le symbole ∼ signifie que pour tout N ∈ N, on a
(15) f −
∑
(z,k)∈E
Re z≤N
a(z,k)ρ
z(log ρ)k ∈ C˙N (X),
ou` C˙N (X) est l’espace des fonctions N fois diffe´rentiables sur X s’annulant sur ∂X ainsi que toutes leurs
de´rive´es jusqu’a` l’ordre N . Par la proprie´te´ (12), l’espace AEphg(X) est automatiquement un C
∞(X)-module.
Si V est un fibre´ vectoriel sur X , on peut donc aussi de´finir l’espace des sections polyhomoge`nes de V par
rapport a` un ensemble indiciel E par
AEphg(X ;V ) = A
E
phg(X)⊗C∞(X) C
∞(X ;V ).
Remarquons que les coefficients a(z,k) dans le de´veloppement asymptotique (14) de´pendent du choix de
la fonction de de´finition du bord ρ, mais que l’espace AEphg(X) reste le meˆme si on change de fonction
de de´finition du bord. L’espace des fonctions lisses C∞(X) est un cas particulier d’un espace de fonctions
5polyhomoge`nes, puisque qu’il correspond a` l’espace AEphg(X) avec E = N0 × {0} comme ensemble indiciel.
En prenant E = ∅, on obtient plutoˆt l’espace AEphg(X) = C˙
∞(X) des fonctions lisses sur X s’annulant avec
toutes leurs de´rive´es sur le bord ∂X .
Pour les Θ-me´triques, on conside´rera un type particulier d’ensemble indiciel.
De´finition 1.6. On dira qu’un ensemble indiciel E est positif si N0 × {0} ⊂ E et si
(z, k) ∈ E =⇒ Im z = 0 et Re z ≥ 0,(16)
(0, k) ∈ E =⇒ k = 0.(17)
De´finition 1.7. Une Θ-me´trique polyhomoge`ne est une Θ-me´trique g sur X \ ∂X de la forme
g = (ι−1Θ )
∗ gΘ|X\∂X
pour une me´trique euclidienne gΘ ∈ AEphg(X ;
ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X) avec E un ensemble indiciel positif.
Outre l’espace des fonctions lisses C∞(X) et celui des fonctions polyhomoge`nes par rapport a` un ensemble
indiciel E, on peut introduire des espaces fonctionnels adapte´s a` la Θ-structure. Pour ce faire, fixons une
Θ-me´trique g et soit ∇ sa connexion de Levi-Civita. Cela induit une me´trique euclidienne et une connexion
euclidienne (qu’on de´notera aussi g et ∇) sur le fibre´ vectoriel
T rs (X \ ∂X) = T (X \ ∂X)⊗ · · · ⊗ T (X \ ∂X)︸ ︷︷ ︸
r fois
⊗T ∗(X \ ∂X)⊗ · · · ⊗ T ∗(X \ ∂X)︸ ︷︷ ︸
s fois
des (r, s)-tenseurs. Plus ge´ne´ralement, si V → X \ ∂X est un fibre´ vectoriel euclidien lisse muni d’une
connexion euclidienne, alors le fibre´ vectoriel euclidien T rsX⊗V a une connexion euclidienne induite que l’on
de´notera a` nouveau ∇. Pour k ∈ N0, on de´notera alors par CkΘ(X \ ∂X ;V ) l’espace des sections continues σ
de V telles que
(18) ∇jσ ∈ C0(X \ ∂X ;T 0j (X \ ∂X)⊗ V ) et sup
p∈X\∂X
|∇jσ(p)|g <∞, ∀ j ∈ {0, . . . , k},
ou` | · |g est la norme de´finie par la me´trique euclidienne sur T rs (X \∂X)⊗V . L’espace C
k
Θ(X ;V ) est un espace
de Banach ayant pour norme
(19) ‖σ‖k =
k∑
j=0
sup
p∈X\∂X
|∇jσ(p)|g .
En prenant l’intersection sur tous les k ∈ N, on obtient un espace de Fre´chet
(20) C∞Θ (X \ ∂X ;V ) =
⋂
k∈N
CkΘ(X \ ∂X ;V )
ayant pour semi-normes ‖ · ‖k pour k ∈ N. Dans la base locale (7), on a que la restriction sur U ∩ (X \ ∂X)
d’une section σ ∈ C∞Θ (X ;V ) est telle que
sup
U∩(X\∂X)
|(ρN)i(ρ2T )jρ|ν|Y νσ| <∞, ∀ i, j ∈ N0, ∀ν ∈ N
n−2
0 .
Exemple 1.8. Si ρ ∈ C∞(X) est une fonction de de´finition du bord telle que ρ(p) < 1 pour tout p ∈ X, alors
pour k ∈ N, la fonction (log ρ)−k n’est pas une fonction lisse sur X, mais elle est un e´le´ment de C∞Θ (X \∂X).
Pour α ∈ (0, 1], il est aussi utile de de´finir l’espace de Ho¨lder C0,αΘ (X \∂X ;V ) comme l’espace des sections
continues σ de V telles que
(21) ‖σ‖0,α := ‖σ‖0 + sup
{
|Pγ(σ(γ(0))) − σ(γ(1))|g
ℓ(γ)α
| γ ∈ C∞([0, 1];X \ ∂X), γ(0) 6= γ(1)
}
<∞,
ou` Pγ : V |γ(0) → V |γ(1) est le transport paralle`le le long de γ et ℓ(γ) est la longueur de γ par rapport a` la
me´trique g. On peut aussi de´finir l’espace de Ho¨lder Ck,αΘ (X \ ∂X ;V ) comme e´tant donne´ par les sections
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σ ∈ CkΘ(X \ ∂X ;V ) telles que ∇
kσ ∈ C0,αΘ (X \ ∂X ;T
0
k (X \ ∂X) ⊗ V ). L’espace de Ho¨lder C
k,α
Θ (X \ ∂X ;V )
est un espace de Banach avec norme donne´e par
‖σ‖k,α := ‖σ‖k−1 + ‖∇
kσ‖0,α.
On peut aussi introduire une version parabolique de ces espaces. De´notons aussi par V l’image inverse
de V par la projection [0, T ]× X → X . On de´finit alors CkΘ([0, T ] ×X \ ∂X ;V ) comme e´tant l’espace des
sections σ de V telles que pour tous i, j ∈ N0 avec 2i+ j ≤ k, on ait
∂it∇
jσ ∈ C0([0, T ]×X \ ∂X ;T 0j (X \ ∂X)⊗ V ) et sup
t∈[0,T ]
sup
p∈X\∂X
|∂it∇
jσ(t, p)|g <∞.
C’est un espace de Banach avec norme donne´e par
‖σ‖k :=
∑
2i+j≤k
sup
t∈[0,T ]
sup
p∈X\∂X
|∂it∇
jσ(t, p)|g.
On de´note par
C∞Θ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ) =
∞⋂
k=0
CkΘ([0, T ]×X \ ∂X ;V )
l’espace de Fre´chet associe´. Plus ge´ne´ralement, pour α ∈ (0, 1], on peut conside´rer l’espace de Ho¨lder para-
bolique C0,αΘ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ) constitue´ des sections continues σ ∈ C
0([0, T ]×X \ ∂X ;V ) telles que
(22)
‖σ‖0,α := ‖σ‖0 + sup
t∈[0,T ]
sup
{
|Pγ(σ(γ(0)))− σ(γ(1))|g
ℓ(γ)α
| γ ∈ C∞([0, 1]; {t} ×X \ ∂X), γ(0) 6= γ(1)
}
+ sup
x∈X\∂X
sup
t6=t′
|σ(t, x) − σ(t′, x)|
|t− t′|
α
2
<∞.
Enfin, pour k ∈ N et α ∈ (0, 1], on de´finit l’espace de Ho¨lder parabolique Ck,αΘ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ) comme
e´tant l’espaces des sections σ ∈ CkΘ([0, T ]×X \ ∂X ;V ) telles que
‖σ‖k,α := ‖σ‖k−1 + ‖∇
kσ‖0,α <∞.
C’est un espace de Banach avec norme donne´e par ‖ · ‖k,α.
2. De´croissance de solutions d’e´quations Θ-paraboliques
A` partir de l’alge`bre de Lie VΘ(X), on peut aussi de´finir l’espace des Θ-ope´rateurs diffe´rentiels.
De´finition 2.1. L’espace DiffkΘ,∞(X) des Θ-ope´rateurs diffe´rentiels lisses jusqu’au bord agissant sur C
∞(X)
est engendre´ par C∞(X) et la composition d’au plus k champs de vecteurs de VΘ(X). Plus ge´ne´ralement, si
E est un ensemble indiciel, on de´finit alors par
DiffkΘ,E(X) = A
E
phg(X)⊗C∞(X) Diff
k
Θ,∞(X)
l’ensemble des Θ-ope´rateurs diffe´rentiels qui sont polyhomoge`nes par rapport a` E.
Un exemple naturel de Θ-ope´rateur diffe´rentiel lisse jusqu’au bord est donne´ par le laplacien associe´ a` une
Θ-me´trique lisse jusqu’au bord. Si la Θ-me´trique est polyhomoge`ne par rapport a` un ensemble indiciel E, alors
son laplacien sera un Θ-ope´rateur diffe´rentiel polyhomoge`ne par rapport a` un ensemble indiciel contenant
E, mais possiblement un peu plus grand. Comme nous aurons affaire a` des Θ-me´triques qui ne sont pas
ne´cessairement lisses jusqu’au bord ou polyhomoge`nes, il nous faudra conside´rer une classe d’ope´rateurs un
peu plus grande que les Θ-ope´rateurs diffe´rentiels polyhomoge`nes.
De´finition 2.2. Soit V → X un fibre´ vectoriel euclidien muni d’une connexion euclidienne. On de´note par
DiffkΘ(X \ ∂X ;V ) l’espace des ope´rateurs diffe´rentiels P d’ordre k de la forme
Pσ =
k∑
j=0
aj · ∇
jσ, aj ∈ C
∞
Θ (X \ ∂X ;T
j
0 (X \ ∂X)⊗ End(V )), σ ∈ C
∞
Θ (X \ ∂X ;V ),
ou` aj · ∇jσ est vu comme un e´le´ment de C∞Θ (X \ ∂X ;V ) et ou` ∇ est la connexion induite par la connexion
euclidienne de V et la connexion de Levi-Civita d’une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord fixe´e. Le symbole
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kak, ou` ak est le coefficient du terme
d’ordre k. Comme la notation le sugge`re, σk(P ) ne de´pend pas du choix de la connexion utilise´e pour de´crire
l’ope´rateur P .
Remarquons que DiffkΘ,∞(X ;V ) est un sous-espace de Diff
k
Θ(X \ ∂X ;V ) donne´ par les ope´rateurs de
DiffkΘ(X \ ∂X ;V ) dont les coefficients aj sont en fait des e´le´ments de C
∞(X ;ΘT j0 (X)⊗ V ).
De´finition 2.3. Un ope´rateur L ∈ Diff2Θ(X \ ∂X ;V ) est uniforme´ment Θ-elliptique si le symbole prin-
cipal σ2(L) ∈ C
∞(X \ ∂X ;T (X \ ∂X)⊗ T (X \ ∂X)⊗ V ) est tel que pour tout x ∈ X \ ∂X,
σ2(L)(ξ, ξ) = −g
ijξiξj ∀ ξ ∈ T
∗
x (X \ ∂X) \ {0},
pour une certaine Θ-metric g. Autrement dit, L est uniforme´ment Θ-elliptique si son symbole principal est le
meˆme que celui d’un laplacien associe´ a` une Θ-me´trique. De meˆme, si [0, T ] ∋ t→ Lt ∈ Diff
2
Θ(X \∂X ;V ) est
une famille lisse d’ope´rateurs uniforme´ment Θ-elliptiques, on dira que l’ope´rateur ∂
∂t
−Lt est uniforme´ment
Θ-parabolique.
Proposition 2.4. Soit V un fibre´ vectoriel euclidien sur X. Pour t ∈ [0, T ], soit t 7→ Lt ∈ Diff
2
Θ(X \∂X ;V )
une famille lisse d’ope´rateurs telle que l’ope´rateur ∂t − Lt soit uniforme´ment Θ-parabolique. Alors pour
u0 ∈ C
k+2,α
Θ (X \ ∂X ;V ) et f ∈ C
k,α
Θ ([0, T ]× (X \ ∂X ;V )) , l’e´quation
∂u
∂t
− Ltu = f, u|t=0 = u0,
posse`de une solution u ∈ Ck+2,αΘ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ). De plus, il existe une constante C > 0 de´pendant de la
famille Lt telle que
‖u‖k+2,α ≤ C (‖u0‖k+2,α + ‖f‖k,α) .
De´monstration. C’est un re´sultat standard. Rappelons brie`vement sa de´monstration. D’abord, en conside´rant
u − u0 au lieu de u, on peut toujours se ramener au cas ou` u0 = 0. Soit {Ωj}j∈N une suite d’ouverts
relativement compacts avec bord lisse recouvrant X \ ∂X et tels que Ωj ⊂ Ωj+1 pour tout j ∈ N. Pour
chacun de ces ouverts, soit ψj ∈ C
∞
c (Ωj+1) une fonction telle que ψj ≡ 1 sur Ωj et supΩj+1 |ψj | = 1. Pour
chaque j, on sait alors par le The´ore`me 7.1 dans [16, Chapiter 7, §7] que l’e´quation
∂φj
∂t
= Ltφj + ψjf, φj(0, ·) = 0, φj |∂Ωj+1×[0,T ] = 0,
posse`de une unique solution φj ∈ Ck+2,α([0, T ]× Ωj+1;V ). En mettant Lt sous la forme
Lt =
2∑
k=0
ak(t) · ∇
k,
ou` au temps t, ∇ est la connexion induite par un choix de connexion euclidienne pour V inde´pendante du
temps et la connexion de Levi-Civita pour la Θ-metric g(t) induite par σ2(Lt), alors en fait
(23) Ltv = ∆g(t)v + a1∇v + a0v.
Pour j, ℓ ∈ N, on voit donc que sur Ωℓ+1,
(24)
∂
∂t
(ψℓφj) = Lt(ψℓφj)− (∆g(t)ψℓ)φj − 2〈∇ψℓ,∇φj〉g(t) − a1 · (∇ψℓ)φj +ψℓψjf, ψℓφj |∂Ωℓ+1×[0,T ] = 0.
Par la discussion dans [16, p. 320 et p.584], on de´duit de (24) des estimations inde´pendantes de j sur les
normes Ck+2,αΘ des ψℓφj . Par le the´ore`me d’Arzela-Ascoli, il existe donc une sous-suite {φjq}q∈N et une
solution u ∈ Ck+2,αΘ (X \ ∂X ;V ) telle que φjq → u dans C
k+2,α
Θ ([0, T ] × X \ ∂X ;V ) uniforme´ment sur des
sous-ensembles compacts de X \ ∂X . Pour obtenir l’estimation pour ‖u‖k+2,α, notons que, comme une Θ-
me´trique est un exemple de ge´ome´trie borne´e (bounded geometry en anglais) au sens de Cheng-Yau [8], cf.
[17, p.171], on peut obtenir l’estimation voulue a` partir de l’estimation de Schauder parabolique locale.

Ce dernier re´sultat se ge´ne´ralise sans trop de difficulte´ aux espaces de Ho¨lder paraboliques a` poids, ce qui
permet du meˆme coup de donner une preuve assez facile de l’unicite´ de la solution.
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Corollaire 2.5. Soit V un fibre´ vectoriel euclidien sur X. Pour t ∈ [0, T ], soit t 7→ Lt ∈ Diff
2
Θ(X \ ∂X ;V )
une famille lisse d’ope´rateurs telle que l’ope´rateur ∂t−Lt soit uniforme´ment Θ-parabolique. Soit ρ ∈ C∞(X)
une fonction de de´finition du bord. Alors pour u0 ∈ ρβ(log ρ)ℓC
k+2,α
Θ (X \∂X ;V ) et f ∈ ρ
β(log ρ)ℓCk,αΘ ([0, T ]×
(X \ ∂X);V ) avec β > 0 et ℓ ∈ N0 (ou β = ℓ = 0), l’e´quation
∂u
∂t
− Ltu = f, u|t=0 = u0,
posse`de une solution unique u ∈ ρβ(log ρ)ℓCk+2,αΘ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ). De plus, il existe une constante C > 0
de´pendant de la famille Lt telle que
(25)
∥∥∥∥ uρβ(log ρ)ℓ
∥∥∥∥
k+2,α
≤ C
(∥∥∥∥ u0ρβ(log ρ)ℓ
∥∥∥∥
k,α
+
∥∥∥∥ fρβ(log ρ)ℓ
∥∥∥∥
k,α
)
.
De´monstration. Par l’Exemple 1.8, on voit que la famille d’ope´rateurs conjugue´s
L˜t := ρ
−β(log ρ)−ℓ ◦ Lt ◦ ρ
β(log ρ)ℓ
est aussi une famille lisse d’ope´rateurs dans Diff2Θ(X \ ∂X). De plus, on voit aise´ment que σ2(L˜t) = σ2(Lt),
de sorte que ∂t − L˜t est aussi uniforme´ment Θ-parabolique. En posant,
u˜ =
u
ρβ(log ρ)ℓ
, u˜0 =
u0
ρβ(log ρ)ℓ
, f˜ =
f
ρβ(log ρ)ℓ
,
on se rame`ne donc a` l’e´quation
∂u˜
∂t
− L˜tu˜ = f˜ , u˜|t=0 = u˜0
et l’existence de la solution de´coule de la proposition pre´ce´dente.
Pour ce qui est de l’unicite´ de la solution, supposons que u1 et u2 soient deux solutions. Il faut montrer
que u1 = u2 . D’abord, en remplac¸ant u1, u2, Lt et f par ρ
βu1, ρ
βu2, L˜t = ρ
βLtρ
−β et ρβf avec β > 0
suffisamment grand, on peut toujours se ramener au cas ou` |u1| et |u2| de´croissent vers 0 a` l’infini. En posant
u = u1 − u2, on voit alors que
∂tu = Ltu, u|t=0 = 0.
En mettant Lt sous la forme (23), un calcul simple montre alors que
(26)
∂
∂t
|u|2 = ∆g(t)|u|
2 − 2|∇u|2g(t) + 2〈u, a1 · ∇u〉+ 2a0|u|
2
= ∆g(t)|u|
2 − 2|∇u|2g(t) + 2〈a
∗
1 · u,∇u〉g(t) + 2a0|u|
2
≤ ∆g(t)|u|
2 − 2|∇u|2g(t) + |a
∗
1 · u|
2
g(t) + |∇u|
2
g(t) + 2a0|u|
2
≤ ∆g(t)|u|
2 + C|u|2
pour une constante C > 0 de´pendant de a0 et a
∗
1. Puisque |u| de´croˆıt vers 0 a` l’infini, on peut appliquer le
principe du maximum a` cette e´quation pour conclure que u ≡ 0, donc que u1 = u2.

On peut utiliser ces re´sultats pour montrer que les solutions de certaines e´quations uniforme´ment Θ-
paraboliques sont lisses jusqu’au bord ou polyhomoge`nes. Pour ce faire, il faut conside´rer la somme et
l’union d’ensembles indiciels. Si E et F sont deux ensembles indiciels, on de´finit leur somme par
(27) E + F = {(z1 + z2, k1 + k2) ∈ C | (z1, k1) ∈ E, (z2, k2) ∈ F}.
On ve´rifie aise´ment que E + F est un ensemble indiciel. Avec cette ope´ration de sommation, les ensembles
indiciels constituent un semi-groupe commutatif. On ve´rifie de meˆme que l’union E ∪ F est un ensemble
indiciel. L’inte´reˆt de ces ope´rations sur les ensembles indiciels vient du fait que
f ∈ AEphg(X), g ∈ A
F
phg(X) =⇒ f + g ∈ A
E∪F
phg (X) et fg ∈ A
E+F
phg (X).
Si E est un ensemble indiciel positif (voir la De´finition 1.6), on peut lui associer l’ensemble indiciel
E∞ =
∞∑
j=1
E =
∞⋃
n=1
n∑
j=1
E.
9Par construction, cet ensemble indiciel est tel que E∞ +E = E∞. Remarquons enfin que si E et F sont des
ensembles indiciels positifs, alors E ∪ F ⊂ E + F .
The´ore`me 2.6. Soit V → X un fibre´ vectoriel euclidien. Pour t ∈ [0, T ] et E un ensemble indiciel positif,
soit t 7→ Lt ∈ Diff
2
Θ,E(X ;V ) une famille lisse d’ope´rateurs telle que l’ope´rateur ∂t − Lt soit uniforme´ment
Θ-parabolique. Alors pour u0 ∈ AFphg(X ;V ) et f ∈ A
G
phg([0, T ]×X ;V ) avec F et G des ensembles indiciels
positifs, l’e´quation
∂u
∂t
− Ltu = f, u|t=0 = u0
posse`de une solution unique u ∈ AHphg([0, T ]×X ;V ), ou` H est l’ensemble indiciel donne´ par
H = E∞ + (F ∪G).
De´monstration. Par le Corollaire 2.5, on sait que l’e´quation posse`de une solution unique u ∈ C∞Θ ([0, T ] ×
X \ ∂X ;V ). Il nous reste donc a` montrer que cette solution est en fait contenue dans AHphg([0, T ]×X ;V ).
D’abord, en remplac¸ant u par u−u0 si ne´cessaire, on peut se ramener au cas u0 = 0, ce que nous supposerons.
Soit {zj}j∈N0 une suite strictement croissante de nombres re´els positifs ou nuls avec
z0 = 0 et (zj , 0) ∈ H ∀j ∈ N,(28)
(z, k) ∈ H =⇒ z = zj pour un certain j ∈ N0.(29)
Pour montrer que u est bien un e´le´ment de AHphg([0, T ] × X ;V ), il suffit donc de montrer que pour tout
j ∈ N0, il existe uj ∈ A
H
phg([0, T ]×X ;V ) tel que uj(0, ·) ≡ 0 et
(30) u− uj ∈ ρ
νC∞Θ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ) ∀ ν < zj+1.
Nous allons proce´der par induction sur j pour e´tablir ce re´sultat. Supposons donc que pour j ∈ N0, on a
de´ja` trouve´ une fonction uj−1 ∈ AHphg([0, T ] × X ;V ) avec uj−1(0, ·) ≡ 0 satisfaisant (30). Si j = 0, il est
sous-entendu ici qu’on prend alors u−1 = 0, de sorte que u− u−1 ∈ C∞Θ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ).
Posons alors v = u− uj−1, de sorte que
(31)
∂v
∂t
= Ltv + f
j, f j := f + Ltuj−1 −
∂uj−1
∂t
.
Puisque H+E = H , on a automatiquement que f j ∈ AHphg([0, T ]×X ;V ). E´tant donne´ que v ∈ ρ
νC∞Θ ([0, T ]×
X \ ∂X ;V ) pour ν < zj , on aura aussi que f j ∈ ρνC∞Θ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ) pour ν < zj. Cela implique qu’il
existe k ∈ N0 tel que
f j ∈ ρzj (log ρ)kC∞Θ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ).
Pour trouver un candidat pour le coefficient du terme d’ordre ρzj (log ρ)k dans le de´veloppement polyhomo-
ge`ne de v, on peut pre´tendre un instant que v est bien polyhomoge`ne avec v ∈ ρzj (log ρ)kC∞Θ ([0, T ] ×X \
∂X ;V ) et restreindre l’e´quation (31) au coefficient d’ordre ρzj (log ρk) sur le bord, ce qui donne l’e´quation
d’e´volution
(32)
∂v∂
∂t
= ℓtv∂ + f
j
∂ , v∂(0, ·) ≡ 0, ℓt ∈ C
∞([0, T ]× ∂X ; End(V )), f j∂ ∈ C
∞([0, T ]× ∂X ;V ).
Pre´cise´ment, si dans la base locale de champs de vecteurs (7), on a
Lt =
∑
p,q
apqξpξq +
∑
p
bpξp + c, avec ξp = ρYp, p = 1, . . . , n− 2, ξn−1 = ρT et ξn = ρN,
alors dans l’ouvert U ou` cette base locale est de´finie, on a
ℓt =
(
annz2j + b
nzj + c
)∣∣
∂X
.
L’e´quation d’e´volution (32) est une e´quation diffe´rentielle ordinaire line´aire d’ordre 1 qui se re´sout aise´ment.
Soit v∂ ∈ C∞([0, T ] × ∂X ;V ) sa solution. Soit Ξ : C∞(∂X ;V ) → C∞(X ;V ) une application d’extension,
c’est-a`-dire que
(33) Ξ(h)|∂X = h ∀ h ∈ C
∞(∂X ;V ).
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Posons alors w = v − w∂ avec w∂ = ρzj (log ρ)kΞ(v∂), de sorte que w satisfait a` l’e´quation d’e´volution
∂w
∂t
= Ltw + h
j , w(0, ·) ≡ 0, avec hj = f j + Ltw∂ −
∂w∂
∂t
.
Comme f j et w∂ sont des e´le´ments de A
H
phg([0, T ] × X ;V ) et ρ
zj (log ρ)kC∞Θ ([0, T ] × X ;V ), on aura aussi
que hj est un e´le´ment de ces deux espaces. Par de´finition de w∂ , on voit aise´ment que le coefficient d’ordre
ρzj (log ρ)k de hj est en fait nul.
On voit donc que hj ∈ ρzj(log ρ)k−1C∞Θ ([0, T ]×X ;V ). Par le Corollaire 2.5, on a donc que
w ∈ ρzj (log ρ)k−1C∞Θ ([0, T ]×X \ ∂X ;V ).
En re´pe´tant cet argument k fois, on peut donc trouver bk, bk−1, . . . , b1, b0 ∈ C∞([0, T ]×X ;V ) avec bi(0, ·) ≡ 0
tels que
vˆ = v −
k∑
ℓ=0
Ξ(bℓ)ρ
zj (log ρ)ℓ
a pour e´quation d’e´volution
∂vˆ
∂t
= Ltvˆ + fˆ
j , vˆ(0, ·) ≡ 0, avec fˆ j ∈ AHphg([0, T ]×X) ∩ ρ
zjC∞Θ ([0, T ]×X \ ∂X)
et ρ−zj fˆ j
∣∣∣
∂X
= 0. Cela veut dire que fˆ j ∈ ρνC∞Θ ([0, T ]×X \ ∂X) pour ν < zj+1, donc par le Corollaire 2.5,
que vˆ ∈ ρνC∞Θ ([0, T ]×X \ ∂X) pour ν < zj+1. Il suffit donc de prendre
uj = uj−1 +
k∑
ℓ=0
Ξ(bℓ)ρ
zj (log ρ)ℓ
dans (30), ce qui termine la de´monstration. 
En prenant E = F = G = N0 dans le the´ore`me pre´ce´dent, on obtient le cas particulier suivant.
Corollaire 2.7. Pour t ∈ [0, T ], soit t 7→ Lt ∈ Diff
2
Θ,∞(X ;V ) une famille lisse d’ope´rateurs telle que
l’ope´rateur ∂t − Lt soit uniforme´ment Θ-parabolique. Alors pour u0 ∈ C∞(X ;V ) et f ∈ C∞([0, T ]×X ;V ),
l’e´quation
∂u
∂t
− Ltu = f, u|t=0 = u0
posse`de une solution unique u ∈ C∞([0, T ]×X ;V ).
3. Polyhomoge´ne´ite´ des me´triques AHC le long du flot de Ricci-DeTurck
Soit X une varie´te´ compacte a` bord de dimension 2n. Soit ρ une fonction de de´finition du bord et
c : ∂X × [0, ǫ)→ X un voisinage tubulaire du bord tel que
ρ ◦ c(x, t) = t.
Supposons que le bord ∂X soit muni d’une structure CR (∂X,H, J) de´finie le long d’une distribution de
contactH ayant η ∈ Ω1(∂X) comme forme de contact. Supposons de plus que la structure CR soit strictement
pseudoconvexe, c’est-a`-dire que dη(·, J ·) de´finit une me´trique euclidienne sur la distribution H . Dans ce
contexte, on a une Θ-structure associe´e donne´e par
(34) Θ = Θ
∣∣
∂X
, Θ = c∗ pr
∗
1 η,
ou` pr1 : ∂X × [0, ǫ)→ ∂X est la projection sur le premier facteur.
De´finition 3.1. Une me´trique asymptotiquement hyperbolique complexe (abre´ge´ me´trique AHC) g
sur X \ ∂X est une Θ-me´trique pour la Θ-structure (34) telle qu’il existe une 1-forme η˜ ∈ Ω1(∂X) dans la
classe conforme de η et δ > 0 tels que pre`s du bord
g − c∗
(
4dρ2
ρ2
+
(pr∗1 η˜)
2
ρ4
+
pr∗1 dη˜(·, J ·)
ρ2
)
∈ ρδC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)).
On dira qu’elle est polyhomoge`ne ou lisse jusqu’au bord si elle est polyhomoge`ne ou lisse jusqu’au bord en
tant que Θ-me´trique.
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La me´trique hyperbolique complexe est e´videmment un exemple de me´trique AHC. Comme le nom le
sugge`re, le comportement a` l’infini d’une me´trique AHC est en fait modele´ sur celui de la me´trique hyper-
bolique complexe [5, I.1.B]. En particulier, on de´duit de [5, I.1.B, e´quation (1.7)] qu’une me´trique AHC est
asymptotiquement Einstein au sens suivant.
Lemme 3.2. Soit g une me´trique AHC sur X \ ∂X. Alors il existe δ > 0 tel que
Ric(g) +
n+ 1
2
g ∈ ρδC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)).
Lorsqu’une telle me´trique est Einstein (e.g. la me´trique hyperbolique complexe), sa constante d’Einstein
est donc ne´cessairement λ = −n+12 . Cela sugge`re de conside´rer le flot de Ricci normalise´
(35)
∂g
∂t
= −Ric(g)−
n+ 1
2
g, g(0) = g0,
avec g0 une me´trique AHC. Comme la me´trique g0 est comple`te et sa courbure sectionnelle est borne´e, on
sait par les travaux de Shi [29] que le flot posse`de une solution lisse existant au moins jusqu’a` un certain
temps T > 0 et qu’il existe une contante C > 0 telle que
g0
C
≤ g(t) ≤ Cg0 ∀ t ∈ [0, T ].
Graˆce aux travaux de Chen et Zhu [7], on sait aussi que cette solution est unique. Par les estimations de Shi
[29, §1, (4)] pour les de´rive´es du tenseur de courbure, on sait enfin que g(t) ∈ C∞Θ ([δ, T )×X \∂X ;T
0
2 (X \∂X))
pour δ > 0. Ces estimations se de´te´riorent toutefois lorsque δ approche de 0 du fait que les constantes
apparaissant dans ces estimations ne tiennent compte que de la norme C0 du tenseur de courbure. L’avantage
de cette approche est que l’on voit directement que la solution au flot existera tant que la norme C0 du tenseur
de courbure reste borne´e, ce qui donne une caracte´risation simple du temps maximal d’existence du flot. Pour
prendre la limite δ → 0 et voir que la solution est bien dans C∞Θ ([0, T )×X \∂X ;T
0
2 (X \∂X)), il faut obtenir
des estimations qui prennent en compte les de´rive´es du tenseur de courbure de la me´trique initiale. La
manie`re la plus simple est sans doute de se ramener a` une e´quation parabolique quasi-line´aire et d’appliquer
un argument de point fixe.
En effet, le flot de Ricci n’est pas une e´quation parabolique, mais par un truc remontant a` DeTurck [11],
on peut se ramener a` une e´quation parabolique quasi-line´aire en modifiant la solution par une famille de
diffe´omorphismes. Plus pre´cise´ment, le flot de Ricci-DeTurck normalise´ est donne´ en coordonne´es locales par
(36)
∂gij
∂t
= −Ric(g)ij −
n+ 1
2
gij +∇iWj +∇jWi, g(0) = g0,
avec t→W (t) la famille de champs de vecteurs donne´e par
(37) W k =
1
2
gpq
(
Γkpq(t)− Γ
k
pq(0)
)
,
ou` Γkpq(t) est le symbole de Christoffel de la me´trique g(t). Soit t → ϕt avec ϕ0 = Id la famille de diffe´o-
morphismes engendre´e par la famille de champs de vecteurs W . Alors si g(t) est une solution de (36), un
calcul simple, voir par exemple [9, p.81], montre que (ϕ−1t )
∗g(t) est une solution du flot de Ricci normalise´
(35). Si on utilise des «∼» pour de´noter les connexions de Levi-Civita et les tenseurs de courbure associe´s
a` la me´trique initiale g0, alors un calcul standard, voir par exemple [29, Lemma 2.1], montre que le flot de
Ricci-DeTurck peut eˆtre mis explicitement sous la forme d’une e´quation parabolique quasi-line´aire
(38)
∂gij
∂t
=
gab
2
∇˜a∇˜bgij −
n+ 1
2
gij −
gabg˜pq
2
(
gipR˜jaqb + gjpR˜iaqb
)
+
gabgpq
4
(
∇˜igpa∇˜jgqb + 2∇˜agjp∇˜qgib − 2∇˜agjp∇˜bgiq − 2∇˜jgpa∇˜bgiq − 2∇˜igpa∇˜bgjq
)
,
g(0) = g0.
A` l’aide des estimations de Schauder (25) du Corollaire 2.5, on peut alors appliquer un argument de point fixe
et un argument de re´gularite´ parabolique (voir par exemple [2] pour le cas des me´triques asymptotiquement
hyperboliques) pour conclure que (38) posse`de une solution unique g ∈ C∞Θ ([0, T ) × X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X))
pour au moins un court laps de temps T > 0. En combinant avec les re´sultats de Shi [29] de´ja` mentionne´s,
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on sait en fait que cette solution existera aussi longtemps que la norme C0 du tenseur de courbure reste sous
controˆle.
Comme notre choix de normalisation le sugge`re, le flot de Ricci-DeTurck normalise´ pre´serve le comporte-
ment asymptotiquement hyperbolique complexe d’une me´trique.
Lemme 3.3. Soit g0 une me´trique AHC sur X et soit t→ g(t), t ∈ [0, T ) la solution du flot de Ricci-DeTurck
normalise´ ayant g0 comme me´trique initiale. Alors il existe δ > 0 tel que
g(t)− g0 ∈ ρ
δC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X))
pour tout t ∈ [0, T ). En particulier, g(t) est aussi une me´trique AHC pour les meˆmes choix de structure CR,
de fonction de de´finition du bord ρ et de voisinage tubulaire c : ∂X × [0, ǫ)→ X.
De´monstration. Posons u = g − g0. L’e´quation d’e´volution de u peut eˆtre mise sous la forme
(39)
∂uij
∂t
=
gab
2
∇˜a∇˜buij + (Q1(g0, u, ∇˜u) · ∇˜u)ij + (Q2(g0, u, ∇˜u) · u)ij + fij , u(0) = 0,
ou`Q1 est a` valeur dans C∞Θ ([0, T )×X\∂X ;T
3
2 (X\∂X)),Q2 est a` valeur dans C
∞
Θ ([0, T )×X\∂X ;T
2
2 (X\∂X)),
la notation · indique une contraction naturel d’indices et f ∈ C∞Θ ([0, T )×X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)) est donne´e
par
(40)
fij =
g˜ab
2
∇˜a∇˜bg˜ij −
n+ 1
2
g˜ij −
g˜abg˜pq
2
(
g˜ipR˜jaqb + g˜jpR˜iaqb
)
+
g˜abg˜pq
4
(
∇˜ig˜pa∇˜j g˜qb + 2∇˜ag˜jp∇˜qg˜ib − 2∇˜ag˜jp∇˜bg˜iq − 2∇˜j g˜pa∇˜bg˜iq − 2∇˜ig˜pa∇˜bg˜jq
)
,
=
∂gij
∂t
(0) = −Ric(g˜)ij −
n+ 1
2
g˜ij .
Comme g˜ = g0 est une me´trique AHC, on voit donc par le Lemme 3.2 qu’il existe δ > 0 tel que
(41) f ∈ ρδC∞Θ ([0, T )×X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)).
On peut alors voir (39) comme une e´quation parabolique line´aire,
(42)
∂u
∂t
= Ltu+ f, u(0) = 0,
ou` t→ Lt ∈ Diff
2
Θ(X \ ∂X ; End(T
0
2 (X \ ∂X))) est la famille d’ope´rateurs uniforme´ment Θ-elliptique donne´e
par
(43) (Ltv)ij =
gab
2
∇˜a∇˜bvij + (Q1(g0, u, ∇˜u) · ∇˜v)ij + (Q2(g0, u, ∇˜u) · v)ij .
Par (41) et en appliquant le Corollaire 2.5, on voit donc que
(44) u ∈ ρδC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)).

Lorsque la me´trique g0 est polyhomoge`ne, il est naturel de se demander s’il en sera de meˆme pour la
solution du flot de Ricci-DeTurck. Le the´ore`me qui suit re´pond par l’affirmative.
The´ore`me 3.4. Soit g0 une me´trique asymptotiquement hyperbolique complexe sur l’inte´rieur d’une varie´te´
compacte a` bord X. Si g0 est polyhomoge`ne avec ensemble indiciel positif E et si g(t) pour t ∈ [0, T ) est la
solution du flot de Ricci-DeTurck (36) avec me´trique initiale g0, alors
g ∈ AE∞phg([0, T )×X ;
ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X).
Lorsque la me´trique g0 est lisse jusqu’au bord, c’est-a`-dire que E = N0 × {0}, on peut facilement de´duire
de ce the´ore`me le re´sultat suivant.
Corollaire 3.5. Soit g0 une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord sur l’inte´rieur d’une varie´te´ compacte a` bord X.
Alors la solution g(t) pour t ∈ [0, T ) au flot de Ricci (35) avec me´trique initiale g0 est telle que
g ∈ C∞([0, T )×X ;ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X).
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De´monstration. Dans ce cas, on sait que la solution gˆ(t) au flot de Ricci-Deturck est lisse jusqu’au bord. Cela
veut dire que le champ de vecteur W de (37) est lisse jusqu’au bord, en fait que W ∈ C∞([0, T )×X ;TX)
et que W |∂X = 0. C’est donc dire que la famille de diffe´omorphismes ϕt engendre´e par W est constitue´e de
diffe´omorphismes de X qui figent le bord ∂X . La solution g(t) = (ϕ−1t )
∗gˆ(t) au flot de Ricci sera donc aussi
lisse jusqu’au bord. 
De´monstration du The´ore`me 3.4. Comme dans la preuve du Lemme 3.3, posons u = g−g0. Par le Lemme 3.3
et (44), on sait donc que
(45) u ∈ ρδC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)), ∀ δ < p,
ou` p est le plus petit re´el positif tel que (p, 0) ∈ E∞. C’est le premier pas d’une preuve par induction du
The´ore`me. Plus pre´cise´ment, soit {zj}j∈N0 une suite strictement croissante de nombres re´els telle que
z0 = 0 et (zj , 0) ∈ E∞ ∀j ∈ N,(46)
(z, k) ∈ E∞ =⇒ z = zj pour un certain j ∈ N0.(47)
Par de´finition de la suite {zj} et de E∞, remarquons que
(48) zj ≥ z1 ≥ zj+1 − zj ∀ j ∈ N.
Pour e´tablir que u, et donc g, est polyhomoge`ne avec ensemble indiciel E∞, il faut que pour tout j ∈ N0, on
puisse trouver uj ∈ A
E∞
phg([0, T )×X ;
ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X) tel que
(49) u− uj ∈ ρ
νC∞Θ ([0, T )×X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)), ∀ ν < zj+1.
Par (45), pour j = 0, on peut prendre u0 ≡ 0. Proce´dons par re´currence et supposons maintenant que pour
un certain j ∈ N, on ait de´ja` trouve´ uj−1 ∈ A
E∞
phg([0, T )×X ;
ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X) tel que
(50) u− uj−1 ∈ ρ
νC∞Θ ([0, T )×X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)) ∀ ν < zj.
Il faut alors trouver uj pour que (49) soit aussi valide. Pour ce faire, posons v = u−uj−1. Comme l’e´quation
d’e´volution de u est donne´e par (42) avec Lt de´fini par (43), on a que
(51)
∂v
∂t
= Ltv + f
j, f j := f + Ltuj−1 −
∂uj−1
∂t
.
Graˆce a` (50) et la de´finition de f j , on voit que f j ∈ ρνC∞Θ ([0, T )×X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)) pour tout ν < zj .
Cependant, comme la famille d’ope´rateurs Lt de´pend de v et n’est donc pas a priori polyhomoge`ne, on ne
peut pas conclure que f j est polyhomoge`ne. A` nouveau, graˆce a` (50), on sait toutefois que
(52) Lt ∈ Diff
2
Θ,E∞([0, T )×X ;
ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X) + ρν Diff2Θ(X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X))
pour tout ν < zj. Comme uj−1 ∈ ρνC∞(X \∂X ;T 02 (X \∂X)) pour tout ν < z1 et que par (48) z1 ≥ zj+1−zj ,
on peut donc conclure que
(53) f j ∈ AE∞phg([0, T )×X ;
ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X) + ρνC∞Θ ([0, T )×X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X))
pour tout ν < zj+1. Si v est polyhomoge`ne avec ensemble indiciel E∞, alors pour k ∈ N0 le plus grand entier
tel que (zj , k) ∈ E∞, on peut restreindre l’e´quation (51) au coefficient d’ordre ρzj(log ρ)k sur le bord pour
obtenir une e´quation diffe´rentielle ordinaire line´aire
(54)
∂v∂
∂t
= A · v∂ + f
j
∂ , v∂(0) = 0.
Insistons sur le fait ici que le coefficient A ne de´pend pas de v∂ , et donc que (54) est bien une e´quation
line´aire et non une e´quation non-line´aire de´guise´e en e´quation line´aire comme (51). La solution v∂ de cette
e´quation donne par construction la restriction de v au bord a` l’ordre ρzj (log ρ)k. Maintenant, meˆme si on
ne sait pas a priori si v est polyhomoge`ne, remarquons que l’e´quation (54) a malgre´ tout un sens et que sa
solution v∂ donne le candidat naturel de ce que serait la restriction a` l’ordre ρ
zj (log ρ)k de v. Pour montrer
que c’est bien le cas, posons
w = v − w∂ , w∂ := ρ
zj (log ρ)kΞ(v∂),
ou`
Ξ : C∞(∂X ;ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X)→ C∞(X ;ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X)
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est un choix d’application d’extension, c’est-a`-dire que Ξ(h)|∂X = h pour tout h ∈ C
∞(∂X ;ΘT ∗X⊗ΘT ∗X).
On a alors que
∂w
∂t
= Ltw + h
j , w(0, ·) = 0, hj := f j + Ltw∂ −
∂w∂
∂t
.
Graˆce a` (53) et notre choix de w∂ , on aura que
hj ∈ AE∞phg(X ;
ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X) + ρνC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)), ∀ ν < zj+1
et que
hj ∈ ρzj (log ρ)k−1C∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)).
En re´pe´tant cet argument k fois, on peut donc trouver bk, bk−1, . . . , b0 ∈ C
∞([0, T ) × ∂X ; ΘT ∗X ⊗ ΘT ∗X)
tel que
wˆ = v −
k∑
ℓ=0
Ξ(bℓ)ρ
zj (log ρ)ℓ
a pour e´quation d’e´volution
∂wˆ
∂t
= Ltwˆ + fˆ
j , wˆ(0, ·) = 0,
avec
fˆ j ∈ ρνC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)), ∀ ν < zj+1.
En appliquant le Corollaire 2.5, on conclut donc que wˆ ∈ ρνC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)) pour tout ν < zj+1.
Le pas d’induction est donc comple´te´ en prenant
uj = uj−1 +
k∑
ℓ=0
Ξ(bℓ)ρ
zj (log ρ)ℓ.

4. Polyhomoge´ne´ite´ des me´triques ka¨hle´riennes AHC le long du flot de Ricci
Soit U une varie´te´ compacte complexe a` bord, c’est-a`-dire que U est une varie´te´ compacte a` bord plonge´e
dans une varie´te´ complexe. Un exemple a` garder a` l’esprit est le cas plus particulier ou` U est un domaine
dans Cn. Soit r ∈ C∞(U) un choix de fonction de de´finition du bord. De´notons par η ∈ C∞(∂U ;T ∗∂U) la
restriction au bord de la 1-forme i∂r − i∂r. Le noyau de η de´finit alors une distribution H de codimension
1 sur ∂U . La structure complexe J de U se restreint naturellement a` une structure complexe sur H , ce qui
confe`re a` ∂U une structure de varie´te´ CR. On supposera que le bord de U est strictement pseudoconvexe, ce
qui signifie que la forme −i∂∂r(·, J ·) = dη(·, J ·) est de´finie positivement sur H . En particulier, (X,H) est
une varie´te´ de contact ayant η comme forme de contact.
Dans ce contexte, on a une Θ-structure associe´e. Comme explique´ dans [10], celle-ci n’est toutefois pas
de´finie directement sur U . Il faut au pre´alable introduire la racine carre´e U 1
2
de la varie´te´ a` bord U . La racine
carre´e U 1
2
est la varie´te´ obtenue a` partir de la varie´te´ U en ajoutant r
1
2 a` l’anneau C∞(U) des fonctions
lisses sur U , de sorte que C∞(U 1
2
) est engendre´ par r
1
2 et C∞(U). Un choix de fonction de de´finition du bord
sur U 1
2
est donc donne´ par ρ = r
1
2 . Pour alle´ger la notation, on de´notera la racine carre´e U 1
2
de U par X .
Remarquons que l’inclusion de C∞(U) dans C∞(X) donne lieu a` une application canonique
ι 1
2
: X → U .
Cette application n’est pas un diffe´omorphisme, mais sa restriction a` ∂X ou a` X \ ∂X donnent des diffe´o-
morphismes canoniques entre ∂X et ∂U d’une part et entre X \ ∂X et U \ ∂U d’autre part. La structure
complexe sur U permet de de´finir une Θ-structure sur X en posant
Θ = ι∗1
2
(−i∂r + i∂r)
∣∣∣
∂X
∈ C∞(∂X ; TX |∂X).
La forme
(55) Θ = ι∗1
2
(
−i∂r + i∂r
)
∈ C∞(X ;TX)
est une extension naturelle de Θ a` X . E´videmment, la forme Θ de´pend du choix de la fonction de de´finition
du bord r. Cependant, on ve´rifie aise´ment que la classe conforme de Θ est inde´pendante du choix de r. Dans
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ce cadre particulier, une me´trique AHC g sur X \ ∂X est une Θ-me´trique comple`te sur X \ ∂X pour laquelle
il existe une forme η ∈ C∞(X ;TX) avec η|∂X dans la classe conforme de Θ et δ > 0 telle que
(56) g −
(
4dρ2
ρ2
+
η2
ρ2
+
dη(·, J ·)
ρ
)
∈ ρδC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)),
ou` ρ = r
1
2 . On dira que la me´trique g est lisse jusqu’au bord ou polyhomoge`ne si elle est lisse jusqu’au bord
ou polyhomoge`ne en tant que Θ-me´trique.
Remarque 4.1. Cette notion de me´trique AHC ne de´pend pas du choix de la fonction de de´finition du bord
r. En effet, soit r˜ = efr un autre choix, ou` f ∈ C∞(U). Alors la condition (56) e´quivaut a` demander que
pour un certain δ > 0,
g −
(
4dρ˜2
ρ˜2
+
η˜2
ρ˜4
+
dη˜(·, J ·)
ρ˜2
)
∈ ρ˜δC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X))
avec ρ˜ = e
f
2 ρ et η˜ = efη.
Autrement dit, une me´trique asymptotiquement hyperbolique complexe est une Θ-me´trique dont le com-
portement pre`s de ∂X est modele´ sur celui de la me´trique
4dρ2
ρ2
+
η2
ρ4
+
dη(·, J ·)
ρ2
.
Lorsque U est une varie´te´ ka¨hle´rienne a` bord, Il est assez facile de construire des exemples de me´triques
ka¨hle´riennes AHC sur X \ ∂X . En effet, soit ω une forme ka¨hle´rienne sur U . Elle donne par restriction une
forme ka¨hle´rienne sur X \ ∂X = U \ ∂U . La me´trique ka¨hle´rienne associe´e gω est bien entendue incomple`te.
Pour la rendre comple`te, on peut lui ajouter la contribution venant d’un potentiel
u = −4 log r = −8 log ρ,
ou` ρ = r
1
2 est un choix de fonction de de´finition du bord de X . En choisissant une constante c > 0
suffisamment grande, on obtient alors une 2-forme non-de´ge´ne´re´e
(57) ωc = cω +
i
2
∂∂u = cω + 2i
(
−
∂∂r
r
+
∂r ∧ ∂r
r2
)
.
En effet, l’hypothe`se de stricte pseudoconvexite´ du bord de U nous assure que la forme i∂∂u est non-de´ge´ne´re´e
dans un voisinage de ∂X . En prenant c > 0 assez grand, la forme ωc sera donc ka¨hle´rienne partout surX\∂X .
La me´trique associe´e gωc est alors clairement comple`te sur X \∂X . C’est en fait une Θ-me´trique par rapport
a` la Θ-structure associe´e a` la structure complexe U . Pour le voir, remarquons qu’un calcul simple montre
que
(58) gωc = cgω +
γ
ρ2
+
4dρ2
ρ2
+
Θ
2
ρ4
, avec γ = ι∗1
2
(
−2i∂∂r(·, J ·)
)
,
est clairement une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord. La me´trique gωc est un exemple typique d’une me´trique
ka¨hle´rienne asymptotiquement hyperbolique complexe. Comme le lemme qui suit l’indique, le fait que η = Θ
dans cet exemple n’est pas un hasard.
Lemme 4.2. Soit (U , J) une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte a` bord strictement pseudoconvexe. Soit r ∈ C∞(U)
un choix de fonction de de´finition du bord et Θ = ι∗1
2
(i∂r − i∂r)
∣∣∣
∂X
la Θ-structure associe´e. Si g est une
me´trique ka¨hle´rienne asymptotiquement hyperbolique complexe, alors il existe δ > 0 tel que
g −
(
4dρ2
ρ2
+
Θ
2
ρ4
+
dΘ(·, J ·)
ρ2
)
∈ ρδC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)),
ou` ρ = r
1
2 et Θ est donne´ par (55).
De´monstration. Par hypothe`se, il existe une 1-forme η ∈ C∞(X ;T ∗X) avec η|∂X = e
fΘ pour une certaine
fonction f ∈ C∞(∂X) et δ > 0 tels que (56) est valable. Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer que f est
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la restriction d’une fonction lisse sur U (et donc sur X) qu’on de´notera aussi f . En termes de la forme Θ et
en prenant δ > 0 plus petit si ne´cessaire, en particulier plus petit que 1, l’e´quation (56) e´quivaut a`
(59) g −
(
4dρ2
ρ2
+
e2fΘ
2
ρ4
+
efdΘ(·, J ·)
ρ2
)
∈ ρδC∞Θ (X \ ∂X ;T
0
2 (X \ ∂X)).
Il faut montrer que f |∂X ≡ 1, car on pourra alors choisir l’extension de f a` X de sorte que f ≡ 1 partout
sur X . D’abord, la 2-forme associe´e a` la me´trique
h =
4dρ2
ρ2
+
e2fΘ
2
ρ4
+
efdΘ(·, J ·)
ρ2
=
dr2
r2
+
e2fΘ
2
r2
+
efdΘ(·, J ·)
r
est donne´e par
(60)
ωh = h(J ·, ·) =
1 + e2f
2r2
Θ ∧ dr +−2ief
∂∂r
r
= i(1 + e2f )
∂r ∧ ∂r
r2
− 2ief
∂∂r
r
= 2ief
(
∂r ∧ ∂r
r2
−
∂∂r
r
)
+ i(1− ef )2
∂r ∧ ∂r
r2
.
On a donc que
(61)
dωh = 2ie
f df ∧ ∂r ∧ ∂r
r2
− 2ief
df ∧ ∂∂r
r
− 2i(1− ef )ef
df ∧ ∂r ∧ ∂r
r2
+
+ i(1− ef)2
(
∂∂r ∧ ∂r − ∂r ∧ ∂∂r
r2
)
= 2ie2f
df ∧ ∂r ∧ ∂r
r2
− 2ief
df ∧ ∂∂r
r
− i(1− ef)2
dr ∧ ∂∂r
r2
.
Puisque la forme de Ka¨hler de g est ferme´e, on de´duit de (59) que dωh ∈ ρδC∞Θ (X \ ∂X ; Λ
3(T ∗(X \ ∂X))
pour un certain 0 < δ ≤ 1. Puisque
df ∈ ρC∞Θ (X \ ∂X ;T
∗(X \ ∂X)),
des trois termes dans la dernie`re ligne de (61), seul le dernier n’est potentiellement pas contenu dans ρδC∞Θ (X\
∂X ; Λ3(T ∗(X \∂X))), mais dans C∞Θ (X \∂X ; Λ
3(T ∗(X \∂X))). Il faut donc que f |∂X ≡ 1 pour que la forme
dωh soit asymptotiquement nulle.

Lorsque la me´trique initiale g0 du flot de Ricci normalise´ (35) est une me´trique ka¨hle´rienne AHC, on peut
tirer avantage de la structure ka¨hle´rienne pour e´tudier les questions de convergence et d’existence pour tout
temps positif. En fait, en prenant l’ansatz ω˜t = ωt + i∂∂u avec
ωt = −
2
n+ 1
Ric(ω0) + e
−n+1
2
t(ω0 +
2
n+ 1
Ric(ω0)),
on peut re´e´crire le flot de Ricci normalise´e (35) en termes du potentiel u de la fac¸on suivante,
(62)
∂u
∂t
= log
(
(ωt + i∂∂u)
n
ωn0
)
−
n+ 1
2
u, u(0, ·) = 0.
En conside´rant cette e´quation pour des me´triques ka¨hle´riennes comple`tes de courbure sectionnelle borne´e,
Chau [6] a obtenu un crite`re de nature cohomologique pour la convergence du flot vers une me´trique de
Ka¨hler-Einstein. Pour notre me´trique ka¨hle´rienne g0 asymptotiquement hyperbolique complexe, le crite`re
de Chau stipule que le flot de Ricci ayant g0 pour me´trique de de´part convergera vers une me´trique de
Ka¨hler-Einstein pourvu qu’il existe une fonction lisse borne´e f sur X \ ∂X telle que
Ric(ω0) +
n+ 1
2
ω0 = i∂∂f.
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Exemple 4.3. Lorsque U est un domaine strictement convexe dans Cn et g0 est la me´trique ayant pour
forme ka¨hle´rienne
ω0 = −2i∂∂ log r
ou` r est un choix de fonction de de´finition du bord qui soit en meˆme temps strictement plurisuperharmonique,
on peut appliquer le crite`re avec
f = −(n+ 1) log r − log det((g0)pq)
pour voir que le flot converge vers une me´trique de Ka¨hler-Einstein, plus pre´cise´ment la me´trique de Cheng-
Yau [8].
Cet exemple admet la ge´ne´ralisation suivante.
Exemple 4.4. Soit v ∈ Ω2nΘ = C
∞
Θ (X ; Λ
2n(ΘT ∗X)) un choix de Θ-forme volume lisse jusqu’au bord. Cette
forme volume de´finit sur X \ ∂X une me´trique hermitienne pour le fibre´ canonique KU . En coordonne´es
locales complexes sur U , la courbure associe´e est donne´e par
Ω = ∂∂ log u, v = udz1 ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzn ∧ dzn
et on ve´rifie aise´ment que Ω ∈ Ω2Θ(X). Supposons qu’on puisse choisir v de sorte que ω0 =
2iΩ
n+1 soit une
forme ka¨hle´rienne, voir [8, 24, 31] pour des situations ou` un tel choix est possible. On peut alors appliquer le
crite`re de Chau pour le flot de Ricci de´butant avec ω0 en prenant
f = log
(
v
ωn0
)
pour voir que le flot converge vers une me´trique de Ka¨hler-Einstein.
Dans cette section, on s’inte´resse au comportement a` l’infini de Θ-me´triques ka¨hle´riennes AHC polyho-
moge`nes lorsqu’elles sont modifie´es par le flot de Ricci normalise´.
The´ore`me 4.5. Soit g0 une Θ-me´trique ka¨hle´rienne AHC qui soit polyhomoge`ne avec ensemble indiciel
positif E. Si u ∈ C∞Θ ([0, T ] × X \ ∂X) est une solution de (62) jusqu’au temps T > 0, alors en fait u ∈
AE∞phg([0, T ] × X). En particulier, la solution g˜t sera polyhomoge`ne avec ensemble indiciel E∞ pour tout
t ∈ [0, T ].
En prenant E = N0 × {0}, on obtient le corollaire suivant.
Corollaire 4.6. Soit g0 une me´trique ka¨hle´rienne AHC qui soit lisse jusqu’au bord. Si u ∈ C∞Θ ([0, T ]×X\∂X)
est une solution de (62) jusqu’au temps T > 0, alors en fait u ∈ C∞([0, T ]×X). En particulier, la solution
g˜t sera une Θ-me´trique lisse jusqu’au bord pour tout t ∈ [0, T ].
D’abord, supposons que u soit bien polyhomoge`ne. Dans ce cas, on peut restreindre l’e´quation (62) au
bord ∂X . Par le Lemme 3.2 et le fait que ∂∂u
∣∣
∂X
= 0 en tant qu’e´le´ment de AE∞phg([0, T ]×X ; Λ
2(ΘT ∗X)),
on voit que la restriction de (62) au bord ∂X est
(63)
∂u∂
∂t
= −
n+ 1
2
u∂ , u∂(0) = 0, u∂ := u|∂X .
La solution de cette e´quation est u∂(t, ·) ≡ 0 pour tout t. Maintenant, meˆme si on ne sait pas a priori si la
restriction de u sur ∂X a un sens, l’e´quation (63) elle en a un et sa solution u∂ ≡ 0 donne le candidat naturel
de ce que serait la restriction de u si elle existait. Pour ve´rifier que u∂ est effectivement la restriction de u
au bord, on utilisera essentiellement le fait que la me´trique initiale est polyhomoge`ne et le Corollaire 2.5.
Initialement toutefois, on ne pourra obtenir un tel re´sultat que sur un petit intervalle de temps. Comme
on pourra trouver une borne infe´rieure uniforme a` la longueur de cet intervalle en termes de la famille de
me´triques g(t), t ∈ [0, T ], on pourra toutefois appliquer ce stratage`me un nombre fini de fois pour couvrir
l’intervalle [0, T ] en entier. Pour ce faire, on conside´rera pour un choix de t0 ∈ [0, T ) une version translate´e
de l’e´quation (62), a` savoir
(64)
∂û
∂t
= log
(
(ωt+t0 + i∂∂u(t+ t0, ·))
n
ωn0
)
−
n+ 1
2
u(t+ t0, ·), û(0, ·) = 0,
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ou` û(t, ·) = u(t + t0, ·) − u(t0, ·). En posant ω̂t = ωt+t0 + i∂∂u(t0, ·), de sorte que ω̂t + i∂∂û = ω˜t+t0 , cette
e´quation peut eˆtre re´e´crite de la fac¸on suivante,
(65)
∂û
∂t
= log
(
(ω̂t + i∂∂û)
n
ωn0
)
−
n+ 1
2
(û+ u(t0, ·)), û(0, ·) = 0.
On suppose alors que u(t0, ·) ∈ A
E∞
phg(X) avec u∂(t0, ·) = u(t0, ·)|∂X = 0. Comme pre´ce´demment, meˆme si
on ne sait pas a priori si la restriction de û au bord a un sens, on sait que l’e´quation (65) a quant a` elle une
restriction bien de´finie sur ∂X ,
∂û∂
∂t
= −
n+ 1
2
û∂ , û|t=0 = 0.
La solution de cette e´quation est donne´e par û∂ ≡ 0. On s’attend donc a` ce que la restriction de û au bord
soit nulle. Pour voir que c’est le cas pour t > 0 assez petit, remarquons dans un premier temps que ω̂t n’est
pas ne´cessairement une 2-forme non-de´ge´ne´re´e, mais qu’elle le sera pour t > 0 assez petit du fait que ω̂0 = ω˜t0
est non-de´ge´ne´re´e par hypothe`se. Pour avoir une estimation uniforme et inde´pendante de notre choix de t0,
notons qu’ils existe une constante C > 0 telle que
(66)
ω0
C
≤ ω˜t ≤ Cω0, ∀t ∈ [0, T ].
En prenant la constant C > 0 plus grande si ne´cessaire, on peut aussi supposer que
(67)
∥∥∥∥ ∂∂t∂∂u
∥∥∥∥
C0
Θ
(X\∂X;Λ2(T∗(X\∂X)))
< C, ∀ t ∈ [0, T ].
Comme d’autre part
∂ω̂t
∂t
= −
n+ 1
2
e−
n+1
2
(t+t0)
(
2
n+ 1
Ric(ω0) + ω0
)
,
on voit donc qu’on peut choisir τ > 0 inde´pendamment de notre choix de t0 de sorte que
(68) ω̂t >
ω0
2C
, ∀ t ∈ [0, τt0 ], ou` τt0 := min{τ, T − t0}.
La 2-forme ω̂t est donc ka¨hle´rienne pour t ∈ [0, τt0 ], ce qui nous permet de re´e´crire le terme logarithmique
de (65) comme suit,
(69)
log
(
(ω̂t + i∂∂u)
n
ωn0
)
= log
(
(ω̂t + i∂∂u)
n
ω̂nt
)
+ log
(
ω̂nt
ωn0
)
= log
(
1 + ∆̂tû+ F (∂∂û, ω̂t)
)
+ log
(
ω̂nt
ωn0
)
,
ou` ∆̂t est le ∂-laplacien de ω̂t et la fonction F est un polynoˆme de degre´ n dans la premie`re variable sans
terme constant ou line´aire. On a donc que
log
(
1 + ∆̂tû+ F (∂∂û, ω̂t)
)
= ∆̂tû+H(∂∂û, ω̂t)∂∂û,
ou` H est une application a` valeur dans C∞Θ (X \ ∂X ; Λ
2(T (X \ ∂X)) s’annulant au moins line´airement dans
la premie`re variable lorsque celle-ci est ze´ro. L’application H est inde´pendante de notre choix de t0. Par (67)
et (68), cela signifie que qu’en prenant τ > 0 plus petit si ne´cessaire, mais toujours inde´pendant du choix de
t0 ∈ [0, T ], on peut supposer que la famille lisse d’ope´rateurs t→ Lt ∈ Diff
2
Θ(X \ ∂X) donne´e par
Ltf = ∆̂tf +H(∂∂û, ω̂t)∂∂f
est telle que ∂t−Lt est uniforme´ment Θ-parabolique pour t ∈ [0, τt0 ], ou` τt0 = min{τ, T − t0}. En termes de
cette famille d’ope´rateurs, on peut re´e´crire (65) de la manie`re suivante,
(70)
∂û
∂t
=
(
Ltû−
n+ 1
2
û
)
+
(
log
(
ω̂nt
ωn0
)
−
n+ 1
2
u(t0, ·)
)
, û(0) = 0, t ∈ [0, τt0 ].
Comme par hypothe`se on a que
f := log
(
ω̂nt
ωn0
)
−
n+ 1
2
u(t0, ·) ∈ A
E∞
phg([0, τt0 ]×X), f |∂X = 0,
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on peut appliquer le Corollaire 2.5 a` l’e´quation (70) pour obtenir que
(71) û ∈ ρδC∞Θ (X \ ∂X) ∀ 0 < δ < p,
ou` p > 0 est le plus petit re´el positif tel que (p, 0) ∈ E∞. En proce´dant par re´currence, on peut plus
ge´ne´ralement obtenir le re´sultat suivant.
Proposition 4.7. Soit t0 ∈ [0, T ). Si u(t0, 0) ∈ A
E∞
phg(X) avec u(t0, 0)|∂X = 0, alors la solution û de (65)
est telle que
û ∈ AE∞phg([0, τt0 ]×X), û|∂X = 0.
De´monstration. Il suffit de proce´der comme dans la preuve du The´ore`me 3.4 en conside´rant l’e´quation
d’e´volution (70) au lieu de (42). 
La Proposition 4.7 nous permet alors de facilement comple´ter la de´monstration du The´ore`me 4.5.
De´monstration du The´ore`me 4.5. En appliquant la Proposition 4.7 pour t0 = 0, on sait que le re´sultat du
the´ore`me sera valide sur l’intervalle [0, τt0 ], ou` τt0 = min{τ, T − t0}. Si τ ≥ T , la de´monstration est termine´e.
Autrement, on peut appliquer a` nouveau la Proposition 4.7 avec t0 = τ, . . . kτ , ou` k le plus grand entier tel
que kτ < T , pour couvrir tout l’intervalle [0, T ].

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